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  هندسه

  :يدي زير دقت كن شوند. به نمونه هاي هندسي، با استفاده از جبر به راحتي حل مي بعضي از مسئله

پوشـانده شـده اسـت. تمـام     رو  روبـه هايي به شـكل   يك اتاق با كاشي كف مثال:
هـا داده شـده    هستند. طول ضلع چهارتـا از كاشـي   مربع به شكل ها كاشي
  .را پيدا كنيد ها كاشي بقيةضلع  اندازةاست. 

  
  

  
  

  !يدحل به شكل نگاه كن راه مرحلة 7لطفاً در تمام  پاسخ:
  A A43 77 77 43 34       

  B B B         99 77 43 99 120 120 99 21
  C A C C9 9 34 34 9 25          

  D C D D        9 9 25 25 9 16  

  E C D 25 16 41      
  F D E    16 41 57  

  G B G G        99 21 99 99 21 78  
  دهيم. با توجه به رويكرد تبديلات در هندسه، استدلال هندسي خود را ابتدا بر مبناي تبديلات هندسي (انتقال، تقارن و دوران) قرار مي

 1تر با مسـاحت   الاضلاع كوچك مثلث متساوي 36الاضلاع بزرگ از  مثلث متساوي مقابلدر شكل  مثال:
  )2010كانگورو (متر مربع است؟   چند سانتي ABCاست. مساحت مثلث متر مربع ساخته شده  سانتي

1 (11     2 (12    
3 (15    4 (9     
5 (10  

OCBپاسخ:


CEBبا  


AFBهمنهشت است و همينطور   AOB
 

ADCو   AOC
 

.  

ACBدر نتيجه مساحت 


22  است.      DCEBFAنصف مساحت   112   مساحتACB
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2هاي مربعي به ابعاد  يكي از رأس مثال: 2 ها برابـر   ين مربعي مشترك ب روي مركز مربعي با همان ابعاد است. مساحت ناحيه
  )2010كانگورو (  چند است؟

  

  هاي ساعت دوران دهيم: در خلاف جهت عقربه  زاوية اندازة) را به 2اگر مربع ( پاسخ:

  
 
  

  :     در نتيجه مساحت ناحيه مشترك برابر است با .ماند رسيم كه در اين تبديل مساحت ناحيه مشترك ثابت مي مي به شكل 

   2 2 14  
  

   :بررسي كنيمبراساس اين دو ركن ساده  را ي هندسي مفاهيم پيچيده داريمخط است. در سه مثال سعي  از اركان اصلي هندسه، نقطه و پاره

چنـد مثلـث   چنين به رئوس مثلـث، حـداكثر    نقطه وجود دارد. با وصل كردن اين نقاط به هم و هم 100درون يك مثلث  مثال:
رأس مثلث اصلي تشكيل شده باشند و اين  3نقطه و يا  100هاي ايجاد شده بايد از اين  توان توليد كرد؟ رئوس مثلث مي

  ها نبايد با هم مساحت مشتركي داشته باشند. مثلث
 پاسخ:

  ثمثل 5نقطه داريم:  2 يدفرض كن   مثلث 3نقطه داريم:  1 يدفرض كن
  

  مثلث 9نقطه داريم:  4 يدفرض كن  مثلث 7نقطه داريم:  3 يدفرض كن
  

نقطـه داخـل    100ا . پس ب1ي  علاوه برابر تعداد نقاط داخل مثلث به 2هاي ممكن برابر است با  دست آورديم، تعداد مثلث طبق الگويي كه به
  دست آورد. مثلث به 201توان  مثلث مي

 هاي اين دو چندضلعي روي هم چند است؟ تا است. تعداد ضلع 89مجموع تعداد قطرهاي دو چندضلعي با هم،  مثال:

  )هاي فرانسه مسابقات رياضي دبيرستان(
nي  ضلعي از رابطه nتعداد قطرهاي يك  پاسـخ:  (n )  3

هاي چندضـلعي و در   شود. در جدول زير در رديف اول تعداد ضلع اسبه ميمح 2

)باشد.  89ها  رديف دوم تعداد قطرهاي آن نوشته شده است. بايد دو عدد از رديف پايين انتخاب كنيم كه مجموع آن )35 54 89   
  است. 22ها  هاي آن ت. در نتيجه مجموع ضلعضلعي اس 12تعداد قطرهاي يك  54ضلعي است و  10تعداد قطرهاي يك  35

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0 2 5 9 14 20 27 35 44 54 65 77 90

  

    است. 89ها برابر  هستند كه جمع آن 35و  54دول بالا فقط اعداد جدر  يدتوجه كن
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مه ني«تا روستاي » جا آباد همه«كيلومتر است. از روستاي  660» جا داغون همه«تا روستاي » جا آباد  همه«روستاي  فاصلة مثال:
تا روسـتاي  » ذره آباد يه«كيلومتر و از روستاي  200» ذره آباد يه«تا روستاي » نيمه آباد«كيلومتر، از روستاي  310» آباد

 قدر است؟ چه» جا داغون همه«تا » نيمه آباد«روستاي  فاصلةكيلومتر است.  150» جا داغون همه«

  ين روستاها را بكشيم:هاي ارتباطي بين ا ي راه كنيم نقشه سعي مي اول پاسخ:

  
  
  
 

. بـا  310+200+150=660بينيم كه  خواهد. با كمي دقت مي چين، چيزي است كه صورت مسئله از ما مي نقشه را كشيديم. طول مسير نقطه
شـده  شد، ولي نشد! و اين بدان معني است كـه شـكل بـد كشـيده      تر از مسير مستقيم مي خط شكسته بيش اندازةحمار، بايد  اصلتوجه به 

 فاصـلة جا داغون قـرار دارنـد. پـس     جا آباد و همه ذره آباد، هر دو روي خط مستقيم بين روستاهاي همه است. يعني روستاهاي نيمه آباد و يه
  .km 350=150+200جا داغون برابر است با  نيمه آباد تا همه

  شكل صحيح:
  

تا چاه روستا  چهارشد، بايد از  . هر روز صبح كه بيدار ميعباس هر روز صبح مجبور بود كه حوض روستا را پر از آب كند مثال:
خورند. يك روز  شدند از آن آب مي هاي اهالي روستا هر وقت تشنه مي ريخت تا الاغ داشت و در حوض آب مي آب برمي

 ـ ها و ريختن آن در حوض، كوتاه به اين فكر افتاد كه حوض جديدي درست كند كه براي آوردن آب از چاه افت ترين مس
  را طي كند. حوض جديد بايد كجا ساخته شود؟

  
  
  
  

  

  
  

چهار تا چاه را به هم وصل كنيم تا يك چهارضلعي به وجود بيايد. بعـد قطرهـايش را    بايد شود كه اول طوري پيدا مي بهترين جا اين پاسـخ: 

حوض قديمي جايي غيـر   يدفرض كن چرا؟ دداني جايي كه بهتر است حوض قرار بگيرد. مي شود همان رسم كنيم. محل برخورد قطرهايش مي
   كنيم. گذاري مي را نام ها حوض ها و محل . چاه(T)از محل برخورد قطرها باشد، مثل جايي كه در شكل نشان داده شده است 

 Mبهترين جا است، بايد نشان بدهيم جمـع مسـافت   ،  Mيعني  ،نشان بدهيم جاي جديدكه  براي اين
  تر است. ها كم تا چاه Tجمع مسافت  ها از تا چاه

        AM BM CM DM    جمع مسافتM ها تا چاه  
  AT BT CT DT     جمع مسافتT ها تا چاه  

  

BT DT BD BM DM
AT BT CT DT AM BM CM DM

AT CT AC AM CM

           
    

   
  حمار اصلطبق   
 حمار اصلطبق   
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ار دارند. قرار است روي ايـن رودخانـه پلـي    قر هستند  هايي موازي هايش خط اي كه كرانه دو روستا در طرفين رودخانه مثـال: 

  ترين مسير ممكن باشد؟ كوتاهاين دو روستا  د. اين پل كجا احداث شود تا مسير بينهايش احداث شو عمود بر كرانه

(خطي است مـوازي   D2را نسبت به  Aدهيم. ابتدا  نشان مي Bو  Aدو روستا را با نقاط : پاسخ

 Nبه دست آيد. سـپس   Aي  كنيم تا نقطه و دقيقاً وسط اين دو خط) قرينه مي D3و  D1با 

BNكنيم كه  طوري انتخاب مي D3را روي خط  NA  .حداقل شودA   را نسبت به خـط

D3 ي  كنيم، تا نقطه متقارن ميA از  .بدست آيدA  بهB محـل برخـورد    و كنيم وصل مي

A B  باD3  راN اين روش  ااميم. بن ميBN NA   چـرا؟) (شـود   حـداقل مـي. N   همـان

انتخـاب   D3و  D1ي ديگري روي خطـوط   اي است كه بايد پل احداث شود. اگر هر نقطه نقطه

 برابر است با: Bتا  A، در آن صورت طول مسير Nو  Mمانند  ،شوند

  AM M N N B
AM M N N B M N BN N A

A M N A

                       
  

M N  .كه همان طول پل است كه برابر با عرض رودخانه و ثابت استBN N A BN NA         ي ديگـري   به اين ترتيـب هـر نقطـه

  شود. تر مي انتخاب شود، طول مسير بيش

  بود: ها به اين ترتيب آنپرواز كردند. مسير  Aزمان از شهر  دو هواپيما، هم مثال:

  : A B D C A D B C A       هواپيماي اول  

  .: A B C D A B C D A B C D A           هواپيماي دوم  

  )1972گراد المپيادهاي رياضي لنين(  كند؟ يك پرواز خود را زودتر تمام مي ها يكسان باشد، كدام اگر سرعت آن  

  كند. هواپيماي اول زودتر پرواز خود را تمام ميپاسخ: 

  AB BD DC CA AD DB BC CA       مسير اول  مســـافت  

  AB BC CD DA AB BC CD DA AB BC CD DA           مسير دومي  مســـافت  

  BC AB CD DA BD CA (BC AB AC) (BC CD BD)           2 2 2 2 2   مسافت دومي -مسافت اولي 2

  (AB AD BD) (AD CD AC)      0  
    تر از صفر هستند. حمار بزرگ صلاهركدام از پرانتزهاي عبارت بالا طبق 

  

  يم.پرداز ميفضاي دستگاه مختصات  وپيوند مسائل هندسي  بهدر سه پرسش بعدي، 
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قائمـه   زاويـة هستند (انحنا ندارند) و هريك از اين ديوارها با دو ديوار مجاورش يـك   صافديوارهاي خارجي يك باغ،  مثـال: 

، 5، 12كند. اگر بدانيم طول ديوارهاي اين باغ بـه ترتيـب    غ را محصور ميسازند و با ديوارها دور بسته مي اين سازد. مي
  .يداست. مساحت باغ را حساب كن 7و  3، 2، 5، 4، 10

  م.يكه شكل را روي كاغذ بكش كنيم ميسعي  »راهبرد رسم شكل«با استفاده از  ابتدا پاسخ:

درميـان مـوازي    صورت ديوارها يكي م. در اينيسازي كن مختصات پياده بايد مسئله را روي محور شويم كه مي متوجهدر حين كشيدن بود كه 
  شوند. ها ميyها و xمحور 

  7-2-4-5ها: yديوارهاي موازي محور                 3-5-10-12ها: xديوارهاي موازي محور 
رود راسـت هـم    همان مقداري كه چـپ مـي  كنند. پس اگر شخصي روي اين ديوار راه برود بايد  دانيم كه ديوارها يك دور بسته ايجاد مي مي

  رود پايين هم برود. برود. و همان مقداري كه بالا مي

,  ها: x محورچپ و راست،  , , , , ,                           
12 10 5 312 10 5 3 12 3 10 5 0 0 0 0  

,  ها: yبالا و پايين، محور  , , , , ,                           
0 0 0 05 4 2 7 5 4 2 7 5 4 2 7  

,توان كشيد:           پس حالا شكل را مي , , , , , ,                
                               
0 10 0 5 0 3 0 12
5 0 4 0 2 0 7 0  

  

  شود. مي 74بندي كردن شكل، مساحت آن را حساب كرد، كه  توان با مستطيل سادگي مي داشتن شكل هم به با

19يك ميز بيليارد  مثـال:  86  كند. توپ در نهايت  شروع به حركت مي درجه 45 زاويةآن توپ با  گوشةمفروض است. از يك

  افتد؟ مين قرار دارند، كه در چهار رأس آدر كدام سوراخ ميز 

  پاسخ:
  

واحد افقـي   27واحد عمودي و  27رود. مثلاً در شكل مقابل  قدر عمودي برود همان مقدار هم افقي مي درجه، توپ هر چه 45 زاويةبه خاطر 
  حركت كرده است:

  

 
  

توپ  يدفرض كن 19 86   متري است؟ 19ي  اي از لبه توپ در چه فاصلهواحد در راستاي افقي حركت كند. در اين لحظه،  1634
متري ميز را طي كرده است و  86بار طول  19پذير است. و چون  بخش 86بر  1634متري ميز است، زيرا  19ي  توپ درست چسبيده به لبه

  كت عمودي توپ:رويم سراغ حر متري سمت راست است (چون از چپ شروع كرده). حالا مي 19 ي عددي فرد است، پس در لبه 19عدد 
  كند. واحد هم در راستاي عمودي حركت مي 1634كند. پس  گفتيم همان مقدار كه افقي حركت كرده، عمودي هم حركت مي

  متري ميز است؟ 86ي  اي از لبه حالا در اين لحظه، توپ در چه فاصله
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  حالا كدام لبه؟ بالايي يا پاييني؟ پذير است. بخش 19بر  1634متري ميز است. زيرا  86ي  در اين حالت توپ درست در لبه
متـري ميـز را طـي     19بار عـرض   86واحد در راستاي عمودي حركت كرده است. پس  1634توپ 

  ي پاييني است (چون از پايين شروع كرده).  عددي زوج است، در همان لبه 86كرده است و چون 
پايين راست  گوشةبايد در سوراخ  چون فهميديم توپ در جايي روي ضلع راست و نيز ضلع پايين است، پس

  باشد.

. آيا مسئله بيش از يك جـواب  يدالاضلاع داده شده است. رأس چهارم آن را پيدا كن رأس از چهار رأس يك متوازيسه  مثـال: 
  .يددليل بياور انت دارد؟ براي پاسخ

 

  
  

  دانست:» الاضلاع متوازي«توان يك چهارضلعي را  با شرايط مختلفي مي پاسخ:

  ديگر را نصف كنند. قطرهايش همـ 1
  رو در آن موازي باشند.  اي روبهه ـ ضلع2
  رو در آن مساوي باشند.  هاي روبه ـ ضلع3
  رويش مساوي و موازي باشد.  ـ يكي از اضلاع آن با ضلع روبه4

الاضلاع بودن يك چهارضلعي كـافي   هر كدام از اين چهار شرط براي متوازي
بايد استفاده كرد. (البته بقيه را هـم  » 4«عريف است. در حل اين مسئله از ت

  تر است.) توان استفاده كرد، ولي سخت مي
حال كافي است يك ضلع را با بردار طوري انتقـال دهـيم تـا بـر رأس سـوم      

  شوند. منطبق شود. چون هم موازي و هم مساوي مي
  پس مسئله سه جواب دارد:

  
  

  گذاريم. سام سه بعدي ميي فضايي و اج در پايان، تمركز را بر هندسه

  طور؟ يال چه 101با   ؟رأس وجود دارد 101 با يآيا هرممثال: 

  رأس در قاعده و يك رأس در نوك هرم است. 100ضلعي، داراي  100ي  وجود دارد. مثلاً يك هرم با قاعدهرأس  101با پاسخ: 

  .زوج است هاي يك هرم همواره عددي كنيم كه تعداد يال رد. ثابت ميوجود ندا يال101با 
ريـم  تا يال در قاعده دا nحالا رأس آن بايد به نوك هرم وصل شوند.  nصورت  ضلع باشد. در اين nي هرم داراي  فرض كن قاعده: اثبات

n شود ها مي تا يال كه به نوك هرم وصل هستند. پس تعداد يالnو n n    كه همواره زوج است. 2
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شود. اگر بخواهيم دورتادور حجـم را   ايم. نماي پهلوي آن هم ديده مي يك استوانه را مطابق شكل با يك تيغ تيز بريدهمثـال:  
  ) رنگ كنيم، چه مساحتي را بايد رنگ كنيم؟هاي بالا و پايين ه(بدون وج

  
  
  

گذاريم. در اين صورت يك استوانه خواهيم داشت. حال با كمـي فكـر    يك حجم مساوي همان حجم مسئله مطابق شكل روي آن مي پاسخ:

  است. برابر مساحت جانبي حجم خواسته شده در مسئله 2شويم كه مساحت جانبي استوانه  متوجه مي
      2 3   محيط قاعده 6

     6 22   مساحت جانبي استوانه     132

پس مساحت جانبي حجم داده شده در مسئله    132 2   شود. مي  66
  
  

ت را در هجدهمين سال تأسيس شوند. او اين شكلا هاي مكعبي توليد مي شكلات جديدي توليد كرده كه در بسته صادق مثال:
مكعب درست كند.  18هايي حاوي  خواهد جعبه اش طراحي كرده است. به همين مناسبت او مي سازي ي شكلات كارخانه

ترين مقداركاغذ كادو را  ي او به چه شكلي باشد تا كم بندي كند. ابعاد جعبه سپس سطح كل جعبه را با كاغذ كادو بسته
  مصرف كرده باشد؟

تـوان بـا    مي .طراحي كند تواند جعبه ندين طريق ميمكعب شود. به چ 18مستطيلي باشد كه حجمش  ي او بايد به شكل مكعب جعبهپاسخ: 

  شكل اين جعبه را تصور كرد: »دار تفكرّ نظام«

  
1( 1 1 18  

  
2(  1 2 9  

 

3 ( 1 3 6  

  
4( 2 3 3  

  
 

  ها است. هاي وجه مجموع مساحتبا كنيم. در هر حالت مقدار كاغذ كادو برابر  اكنون مقدار كاغذ كادو را در هر مورد حساب مي
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1چهار وجه ) 1 1و دو وجه  18 )  دارد:   1 ) ( )       2 1 1 4 1 18 2 72 74  
2دو وجه ) 2 1، دو وجه 9 1و دو وجه  9 )  دارد:   2 ) ( ) ( )           2 1 2 2 1 9 2 2 9 4 18 36 58  
3دو وجه ) 3 1، دو وجه 6 1و دو وجه  6 )  دارد: 3 ) ( ) ( )           2 3 6 2 1 6 2 1 3 36 12 6 54  
2چهار وجه ) 4 3و دو وجه  3 )  دارد:   3 ) ( )       2 3 3 4 2 3 18 24 42  

. ما فهميديم ترين مقدار كاغذ كادو مصرف شده است. در اين مثال، مفهوم مساحت كل حجم را ياد گرفتيم چهارم كمدر حالت كه م يبين مي
  ممكن است با حجم برابر، مساحت كلِ متفاوتي داشته باشيم!

  تواند باشد؟ مختلف مي عددوجهي چند  هاي يك شش تعداد يال مثال:

  دانيم اين حجم ممكن است منشوري يا هرمي باشد. مي پاسخ:

  هاي هرمي. م سراغ حجموير ميمكعب خود يك حجم منشوري است. پس  منشوري:
ضلع داشـته   5رسند. پس قاعده بايد  وجه هستند كه به نوك هرم مي 5وجه را به قاعده اختصاص بدهيم،  1 اگر هرمي:

  يال است: 10ضلعي داراي  پنج ي باشد. اين هرم با قاعده
  

    جا اتفاق افتاده اين بود: دست بيايد. عمل جمعي كه در اين وجهي به دوتا چهاروجهي منتظم را به هم چسباندم تا يك شش

    4 4 2 6  
  
  
  
  

  

   :دهد نمايي از يك بيست وجهي منتظم را نشان مي مقابلشكل  مثال:

  اين حجم چند رأس دارد؟الف)   
  ب) اين حجم چند يال دارد؟  

  :دهيم ميمثلّث تشكيل شده است. پس خيلي ساده محاسباتي را انجام  20الف) حجم از  پاسخ: 20 3 60  

كـه ديـده    هسـتند رأس ديگر جـايي   51د و آيا وش تا رأس ديده مي 9تا رأس داشته باشد! چون فقط  60كه شكل  درس نظر مي ولي بعيد به
  م:  يكن ميم و آن را حل يكن ميطرح  مانبراي خود» تر ساده مسئلة«. پس يك رسد ميند؟ به نظر بعيد وش نمي

مربع بـه هـم رسـيده اسـت.      3شده است و به هر رأس آن، مطابق شكل، مربع تشكيل  6مكعب حجمي است كه از 
  مكعب چند رأس دارد؟  

ي ساده:  هم يك محاسبه باز 6 4 24  
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  ؟ هتبديل شد 8 بهچگونه  24 پسرأس دارد  8مكعب دانيم كه  ميولي 
6شايد هر رأس طي عمل  بار در  شمرده شده است، يك ABCDبار در مربع  يك Aشده است. مثلاً در شكل، رأس  ، چندين بار شمرده4

  . ADEFبار هم در مربع  و يك ABGFمربع
  شود:  مي  اند. پس جواب مسئله هم رسيده بهمربع  3شود، زيرا در هر رأس  بار شمرده مي 3كه هر رأس بينيم  ميبا تجسم فضايي 

   24 3 8  
بار  5مثلّث و درنتيجه  5اند. پس هر رأس در  هم رسيده مثلّث به 5اصلي رفت. درهر رأس  مسئلةسراغ » تر ساده مسئلة«توان از اين  حالا مي

  شود با:  شود. بنابراين جواب برابر مي شمرده مي

   60 5 12  
  تا مثلّث داريم: 20بار شمرده شود.  1يال ممكن است بيش از هر بار هم  كه اين شويم مي ي قسمت (الف) سريع متوجه ب) با توجه به تجربه

     20 3 60  
ديـده   MNPو  MNDدر دو مثلـث  MNيـال   شود. مـثلاً  شود. زيرا هر يال در دو مثلّث ظاهر مي بار شمرده مي 2جا هر يال  ولي در اين

شود  ها مي شود. پس تعداد يال مي 60 2 30.  
  
  

  .رسم كنيداين حجم را  رو، بالا و راست مكعب تشكيل شده است. نماي روبه 12از  زيرحجم  مثال:
  
  
  
  

 
 
 
 
 

  

  پاسخ:    
  

  
  رو: روبه    راست:   بالا:
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  محاسبات 

  است. »تر ساده مسئلةحل «چنين  و هم »الگويابي« ،اولين ركن محاسبات در المپياد رياضي

كند و آن را  اي از آسمان به درختي در ميان اين جنگل برخورد مي جنگلي بسيار وسيع به شكل زير وجود دارد. صاعقه مثـال: 
گيرند و بعد از گذشت ساعتي ديگـر، درختـان    تان مجاور آن نيز آتش ميدرخ ،اعتزند. بعد از گذشت يك س آتش مي
  سوزند؟ كند. در ساعت دوازدهم چند درخت مي طور ادامه پيدا مي گيرند. اين روند همين ها نيز آتش مي مجاور آن

  

  

  
 

                            
  صاعقه ظةلح      ساعت اول   ساعت دوم  

  

  سوزند به اين ترتيب است: شويم كه تعداد درختاني كه در هر ساعت مي سوزي متوجه مي آتش لحظةبا بررسي چند ساعت بعد از  پاسخ:

   ،....16 ،12 ،8 ،4 ،1  
سوزند. پس در ساعت دوازدهم  تر از ساعت قبل مي درخت بيش 4يعني از ساعت دوم به بعد، در هر ساعت  11 4   درخت خواهند سوخت. 44

در اختيار داشـته باشـيم،    اي دوكفهاگر يك ترازوي  تر است. ها تقلّبي است و وزنش از بقيه كم آن يكي از  ،سكّه 81بين  مثال:
  ة تقلّبي را پيدا كنيم؟سكّ توانيم با چهار بار وزن كردن چگونه مي

كنـيم و وزن   كنيم. بعد دو دسـته از ايـن سـه دسـته را بـه دلخـواه انتخـاب مـي         يم ميتايي تقس 27ي  سكّه را به سه دسته 81اول  پاسخ:

ي  تقلّبي در دسـته  سكةّتقلّبي در آن دسته است. اگر وزن هر دو دسته برابر بود، يعني  سكّةتر بود، يعني  ها كم كنيم. اگر وزن يكي از آن مي
قبل دو تا از ايـن   مرحلةكنيم. مثل  تايي تقسيم مي 9ي  تايي است را به سه دسته 27هاي تقلّبي كه  ي سكهّ بعد، دسته مرحلةسوم است. در 

تر بود، يعني  كنيم. اگر وزن يكي از اين دو دسته كم اي وزن دو دسته را با هم مقايسه مي كنيم و روي ترازوي دوكفه سه دسته را انتخاب مي
تايي تقسيم و  3ي  تر را به سه دسته وزن ي كم ي سوم است. دسته تقلّبي در دسته ةسكّتقلّبي در آن است و اگر وزنشان باهم برابر بود،  سكّة

هـا را مقايسـه    تـا را انتخـاب و وزن آن   2مانـده،   بـاقي  سـكّة  3كنـيم. از   تقلّبي در آن است را پيدا مـي  سكةّاي كه  با همان روش قبل، دسته
  سوم تقلّبي است. سكةّو اگر وزن آن دوتا برابر بود، يعني  تر بود يعني آن سكّه تقلّبي است كنيم. اگر وزن يكي كم مي
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1حاصل عبارت  مثال: 1 1 1
1 2 2 3 3 4 99 100   
   

 .را پيدا كنيد  

  كسر داريم: 1تنها  يدابتدا فرض كن پاسخ:

 

1 1

1 2 2 

 كسر داريم:     2 يدحالا فرض كن   
 
1 1 1 1 2

1 2 2 3 2 6 3  

   كسر داريم:   3 يدحالا فرض كن     
  
1 1 1 1 1 1 3

1 2 2 3 3 4 2 6 12 4  

  كسر داريم: 4 يدحالا فرض كن       
   
1 1 1 1 1 1 1 1 4

1 2 2 3 3 4 4 5 2 6 12 20 5  

  دست آورديم. پس حاصل عبارت اوليه برابر است با: الگوي رابطه را به دبيني طور كه مي همان

  ...    
   
1 1 1 1 99

1 2 2 3 3 4 99 100 100  

125 توان در يك صفحة شطرنج آيا مي مثال: 125 ،125 طوري كه يكديگر را تهديد نكنند؟ وزير قرار داد، به  

5 شطرنجي صفحةفرض كن بخواهيم در  )1گام  پاسخ: ديگر را تهديد نكنند. يك روش قراردادن  طوري كه يك پنج وزير قرار دهيم به، 5

  چنين است:
    

ــام  ــر بخــواهيم  )2گ 25حــال اگ ــر را در  25  صــفحةوزي

شطرنجي   2 25 5 25  راديگر  طوري كه يك بگذاريم به 25
هاي  توانيم از حالت قبلي استفاده كنيم. مربع تهديد نكنند، مي

5 قبــل  مســئلةمشــخص شــده در شــكل، همــان جــواب  5
انـد.   ، كه در جاي وزيرهاي همان سؤال قـرار داده شـده  دنهست
واقع شكل زير از  در 5 5 5تا مربع  25 تشكيل شـده   5

شــطرنجي  صــفحةوزيــر را در  25اســت. پــس بــه ايــن روش 
25   يد نكنند.ديگر را تهد اي قرار داديم كه يك گونه به 25
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35ديگر حدس شكل براي قراردادن  )3گام  شطرنجي  صفحةوزير در  125  3 35 5 125 25هـاي   آسـان اسـت! مربـع    125 25 

  اند: ل قرار داده شدهسؤال در گام قبلي هستند كه در جاي قرارگرفتن وزيرها در گام او  مشخص شده در شكل، جواب
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

3جدول  در مثال: 3 هـا   ضرب اعداد سطرها، ستون كه حاصل طوري قرار دهيد، به 40تر از  عدد طبيعي متمايز كوچك 9، زير
  و دو قطر همگي با هم برابر باشند.
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بعـد    .37-31-29-23-19-17-13-11-7-5-3-2: نويسيم ميا ر 40تر از  اعداد اول كوچك ئله،سبراي حل م پاسـخ: 

در آن  23ضـرب اعـداد سـتوني كـه      را جايي در جدول بگذارم چه خواهد شد؟ در اين صورت حاصل 23مثلاً اگر عدد 
  پذير باشند.  بخش 23ها هم بايد بر  ستون بقيةدر اين صورت اعداد  شود. پذير مي بخش 23است بر 

وجود داشته باشد بايد دنبال اعداد ديگـر يعنـي    23پذيري بر  كه در ستون ديگري عددي بخش زيرا براي اين ،پذير نيست ولي اين كار امكان
  نبايد استفاده شود.  23شود. پس از عدد  تر مي بيش 40و... برويم كه از  92، 69، 46

داسـتان كمـي فـرق دارد!     19و  17ي  توان استفاده كرد. اما دربـاره  ابه نميهم به دليل مش 37و  31، 29از اعداد اول 
، كـه در خـود،   34قرار داشت. براي يـك سـتون ديگـر هـم چـاره وجـود دارد:        17كه در يك ستون عدد  يدفرض كن
  توان كرد؟   را دارد. اما براي ستون سوم چه كار مي 17 شمارندة

 .تـوان اسـتفاده كـرد    دارنـد نمـي   17 شمارندةو اعدادي كه  17تر است. پس از  بزرگ 40از  51 بخش پذير است يعني 17عدد بعدي كه بر 
، 13و  33، 22، 11آيد كـه مناسـب باشـند:     نظر مي تا هستند و به 3را دارند  13يا  11 شمارندة. اما اعدادي كه 38و  19عدد  از طور همين

  پذير است: تا ظاهر شوند و فقط به حالات زير امكان هر سطر و هر ستون يكي از آن سهپس بايد در  .كنيم را انتخاب مي 11. ما عدد 39، 26
  
  
  
  

و بار و درضمن سـطر   1را دارد و ديگري  11بار  3يكي از قطرها  fو bهاي   حالتضرب در دو قطر را هم نبايد فراموش كرد. در  اما حاصل
اي نبـرده اسـت!    بهره 11 شمارندةهم يكي از قطرها از  eو  a ،c ،dهاي  در حالتبار. پس يكي از قطرها كار را خراب كرده است.  1ها هم  ستون

 ،7را دارند عبـارت هسـتند از    7 شمارندةرويم. اعدادي كه  مي 7 شمارندةسراغ  حالا خراب كرده است. را ها هم يك قطر كار پس در اين حالت
ها استفاده كنيم، به تعداد عادلانه بين  تا از آن را در خود دارند. اگر از يكي، دوتا، چهارتا و پنج 7ها يك بار  . هر كدام از آن35 و 28، 21، 14

عـددهايي كـه   جا از شـرّ   كند. پس تا اين ، يكي از قطرها كار را خراب مي11مشابه  ،تا هم استفاده كنيم شوند. اگر از سه ها تقسيم نمي ستون
مانـد. بـه    اند باقي مي تشكيل شده 5و  3، 2را دارند راحت شديم! يعني فقط اعدادي كه از  37يا  31يا  19يا  17يا  13يا  11يا  7 شمارندة

  يگـري د شـمارندة دارند و  3 شمارندةنظر كرد. اعدادي كه  دارند صرف 5 شمارندة بودن، بايد از اعدادي كه 40تر از  خاطر محدوديت كوچك
  را داشتند را علامت زدم:  3ندارند را در نظر گرفتم. زير هركدام تعداد دفعاتي كه  2جز 

  
  

  

  خاطر اين موضوع جدول را قرينه كردم: كماكان غلط بود، زيرا اعداد متمايز نبودند. به  اما نتيجه
  

            
            

           
  و دو جدول را درهم ضرب كردم:

2 36 3  2  4  1   1  9  3  
9  6  4   1  2  4    9  3  1  
12  1  18    4  1  2    3  1  9  

, , , , , , ,36 27 24 18 12 9 6 3
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 كنيمرا كم ميxاز دو طرف

7 12
3

  گيرد. ت ميدر نتيجه حل مسئله به كمك روابط جبري، تشكيل و حلّ معادله صور پردازيم. مي» جبري كردن مسئله«به تفكر  در اين بخش

3مين در جدولي ا مثـال:  3 ها و قطرهاي جـدول بـا هـم برابـر      اعدادي طبيعي نوشت كه مجموع اعداد تمام سطرها، ستون
توانيد بگوييد كه امين در خانة سطر بالا و ستون چـپ   باشند. شادي تمام اعداد جدول به جز سه تا را پاك كرد. آيا مي

  وشته بود؟چه عددي ن
    

  

هـا   شود. پس بايد تمـام مجمـوع   مي x19كنيم. پس مجموع اعداد سطر بالا برابر  فرض مي x سطر بالا و ستون چپ را  ةعدد خان پاسخ:

نويسيم.   مي xها را برحسب  خانه بقيةبعدي  ةمرحلدر  شود. x19ها و مجموع اعداد روي دو قطر) هم برابر (مجموع سطرها، مجموع ستون
قـرار   xهـا   نوشت. در ستون چپ يكي از خانه xدست آورد يا برحسب  توان مستقيم به ها را نمي رويم. چون باقي خانه مي 3ي زير  سراغ خانه

  آيد: دست مي به xعدد سوم هم برحسب  شود. پس x19، و مجموع سه عدد در ستون بايد برابر 3دارد و در ديگري 
  x ? x ? x ( x) x x             3 19 19 3 19 3 16  

  دست آمد: بختانه عدد آن خانه به پس خوش
  
  

ي نـامعلوم هسـتند و    هاي راست و وسط داراي دو خانـه  خورد! ستون ها و قطرها كدام يك به درد مي حالا بايد ديد كه از بين سطرها، ستون
گـذرد. دو عـدد روي ايـن قطـر معلـوم       مي 16و  12ما يكي از قطرها بسيار مناسب است! يعني قطري كه از طور سطر پايين و وسط. ا همين

  باشد:  x19است و مجموع اعداد هم كه بايد 
  

  ? x ? x ? x x             16 12 19 28 19 19 28 9  
  

  
  آيد: دست مي به xمركزي هم برحسب  ي هپس خان

  
اسـت. مجمـوع اعـداد سـتون را هـم كـه        آمـده  دست به xسط رفت. در اين ستون يك عدد و يك خانه برحسب توان سراغ ستون و حالا مي
  توان حساب كرد:   داريم، پس عدد پايين را هم مي xبرحسب 

  

(x ) ? x x ? x ? ?              7 9 19 2 19 2 19 21  
  دست آمد: هم به 16عدد كنار 

  
  

  
xيم و مجموع هم حالا بايد سطر پايين را بررسي كرد، چون در آن دو عدد دار 19 :است  

? x ? x ? x x             16 21 19 37 19 19 37 18  
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  شود: گونه مي پس جدول ما اين
  
  

  در يكي از دو قطر داريم:
xولي نه به شكل  ،است xمجموع اين قطر برحسب  19:بلكه .  x (x ) (x ) x     9 18 3 27  

xه مجموع بايد دانيم ك از يك طرف مي 19  باشد و از طرف ديگرx 3   شده است.  27

  x x x x x x          19 3 27 19 27 3 46 2 23  
ها هم  دانيم كه مجموع مي 23 19   آيد: دست مي سادگي به مانده در جدول هم به شود، پس تنها عدد باقي مي 42
  
  

    
  

3را طوري در جدول 1،  2،  3، ... ،  18 خواهيم تمام اعداد مي ل:مثا 6    زير قرار دهيم كه مجموع اعداد هر سه رديف بـا هـم
شود ايـن كـار را انجـام دهيـد.) آيـا       شود بگوييد چرا؟ و اگر مي توان اين كار را انجام داد؟ (اگر نمي برابر شوند. آيا مي

  ن كار را طوري انجام داد كه مجموع اعداد هر شش ستون با هم برابر شوند؟توان اي مي
  
  
  

را در اين جدول طوري نوشت كه مجموع اعداد هر سه رديف جدول با هم برابر شوند، لازم است كه  18تا  1كه بتوان اعداد  براي اين پاسخ:

...  پذير باشد. بخش 3مجموع اين اعداد بر       18 191 2 3 18 1712  

171    پذير است. مجموع اعداد هر رديف جدول بايد برابر باشد با:  بخش 3بر  171 573  

  دانيم:  . مي57عدد انتخاب كنيم كه مجموعشان بشود  6پس ما بايد در هر رديف  57 3 19  
  

  كنيم: تا درست مي 19پس در هر رديف سه مجموع 
  

  
 171پذير باشد.  بخش 6كه اين اعداد را طوري بچينيم كه مجموع اعداد هر شش ستون با هم برابر باشند، بايد مجموع كل اعداد بر  براي اين

  پذير نيست. پذير نيست، پس اين كار امكان بخش 6بر 
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 هـاي  وجـه  هاي يك مكعب، يك عدد طبيعي دلخواه نوشته شده است. شخصـي روي هركـدام از   هركدام از رأسروي  مثـال: 
  نويسد (مكعب شش وجه دارد!)  . پس در نهايت او شش عدد مينويسد هاي آن وجه را مي مكعب مجموع اعداد رأس

  پذير است. بخش 3مجموع شش عددي كه او حساب كرده است هميشه بر  يدثابت كن

  
  
 

hكشيم و عددهايي فرضي  ميرا  مكعباول  پاسخ: ,g , f ,e ,d ,c , b ,a م. بعـد مجمـوع اعـداد هـر وجـه را      ريگذا ميهاي آن  أسرا در ر

  م:نيك ميحساب 
aوجه راست:  b c d      
cوجه پايين:  d g h    
eوجه چپ:  f g h      
aوجه جلو:  d e h    
aوجه بالا:  b e f      

bوجه عقب:  c f g    
بار ظاهر شده است. پس مجموع اين شش عبـارت   3م كه هر حرف دقيقاً ويش ميمجموع اين شش عبارت جبري، متوجه  ي هنگام محاسبه
a  شود با:   جبري برابر مي b c d e f g h (a b c d e f g h)               3 3 3 3 3 3 3 3 3  

  پذير است. بخش 3ها هم بر  پذير است. پس مجموع اعداد روي وجه بخش 3بر  x3باشد، عدديك عدد طبيعي  xدانيم اگر  مي
  

  ايم: آوردهاعداد صحيح، چند مثال در اين زمينه  ي تر در زمينه بيشبراي تمرين 

متر، ... است.  سانتي 3متر، سومي  تيسان 2متر، دومي  سانتي 1پرد. طول اولين پرش او  يك ملخ روي يك خط راست مي مثـال: 
پـرش،   40پرد يا در خلاف جهت آن. آيا ممكن است او پـس از   مي  او در هر پرش به دلخواه خود يا در جهت پرش قبلي

  پرش چطور؟ 41ي آغازين حركت خود باشد؟ بعد از  در نقطه
  ، يا مثبت است يا منفي.ميم كه هر پرش يا به سمت راست است يا چپ. بهتر بگوينيك ميفرض  پاسخ:

  
ديگـر را خنثـي    هـا هـم   هـا و منفـي   ي آغازين قرار گيرد. يعني به عبارت ديگر تمام مثبت خواهيم او بعد از آخرين حركت خود روي نقطه مي

  م آزمايش كردن براي مقادير كوچك بود.نيك ميكنند. پس اولين كاري كه 
  شد. با دو پرش: به وضوح نمي

)  شود: ار اول و دوم را در جهت مثبت و بار سوم را در جهت منفي بپرد، ميبا سه پرش: اگر ب ) ( ) ( )     1 2 3 0  
  را درسمت ديگر:   3و  2را در يك سمت بگذارم و  1و  4رسد، اين بود كه  مي انبا چهار پرش: اولين چيزي كه به ذهنم

  ( ) ( ) ( ) ( )       1 2 3 4 0  
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طوري مجموع  را در يكي از دو طرف آن قرار دهم، به 5و  4، 3، 2، 1م هر كدام از اعداد نيك ميم و سعي يسينو مي «=»با پنج پرش: اول يك 
  .دوش ميم ننيقدر امتحان ك اعداد در دو طرف آن برابر شود. ولي هر چه   5 2 1 3 4  

هاي ملخ برابر  كه مجموع طول پرش شويم متوجه مي   1 2 3 4 كه به جـاي   پرد. پس براي اين متر مي سانتي 15است. يعني در كل  5
/  هايش در جهت مثبت باشد و نيمي ديگر در جهت منفي. اولش برگردد، بايد نيمي از پرش 15 2 7 5  

7/هايش  ولي امكان ندارد كه مجموع طول چند تا از پرش   باشد!  5

    پرش او را حساب كردم: 40هاي كل  اول، ابتدا مجموع طول مسئلةبراي حل       40 411 2 3 40 8202  

 40، ...، 3، 2، 1شد. براي پيدا كردن چند عـدد بـين    مي 410، يعني برابر با 820هايش برابر با نصف  پس بايد مجموع طول تعدادي از پرش
   :نوشت توان ميشود،  410كه مجموعشان  10 31 41 ، ... ، 3 38 41 ، 2 39 41 ، 1 40 41  

  دارند: 410عدد مجموعي برابر  20پس اين 

    ... ...         1 2 3 10 31 32 33 40 410  
...  دارند: 410عدد ديگر نيز مجموعي برابر  20پس     11 12 13 30 410  

  بار در جهت منفي:  10بار در جهت مثبت و دوباره  20بار در جهت منفي بپرد، سپس  10بنابراين مسئله حل شد. ملخ ابتدا بايد 
  ( ) ( ) ( )                 1 2 3 10 11 12 13 30 31 32 33 40 0  

  م:نيك ميهايش را حساب  م و مجموع طول پرشنيك ميي قسمت اول استفاده  قبل از هر كاري از تجربهبراي حل قسمت دوم، 
  ( )       1 2 3 40 41 820 41 861  

/  هايش بايد در جهت مثبت باشد. يعني: نيمي از پرش 861 2 430 5  
430/ولي چون    پرش در جاي اولش باشد! 41تواند بعد از  پذير نيست و ملخ نمي عددي طبيعي نيست، پس اين كار امكان 5

  ها به اين صورت بود: مسابقات فوتبال هشت تيم شركت كردند. تفاضل گل هفت تا از اين تيمدر يك دوره  مثال:
شيلي 8  چين 3  ايرلند 2  تونس 3  
قطر 6  دانمارك 1 روسيه 4   

تيم هشتم استراليا بود. تفاضل گل تيم استراليا چند است؟ (تفاضل گل يك تيم در يك دوره از مسابقات، يعني تعـداد    
  هاي خوردة آن تيم) ، منهاي تعداد گلههاي زد گل

  م.يتيم شروع كن سهو سپس  دوو به جاي هشت تيم، از  ميكن استفاده» تر ساده مسئلةحل «از راهبرد ابتدا  پاسخ:

  دو تيم: اگر دو تيم آرژانتين و برزيل چند بار بازي كنند و نتايج زير حاصل شود،
  برزيل 3-3آرژانتين   برزيل   1-4آرژانتين   برزيل   5-3آرژانتين   برزيل   2-4آرژانتين     

  شود:   ها به اين صورت مي هاي آن تفاضل گل
)  تين: آرژان ) ( )          4 3 4 3 2 5 1 3 14 11 3  

)  برزيل:   ) ( )          2 5 1 3 4 3 4 3 11 14 3  
  ي هم شد. م كه تفاضل گلشان قرينهيديد

  سه تيم: اگر سه تيم ايتاليا، فرانسه و آلمان با هم بازي كنند و نتايج زير حاصل شود،  
  فرانسه 2-3آلمان   ايتاليا   4-1فرانسه   فرانسه   5-1آلمان   ايتاليا  3-4فرانسه   آلمان 0-4ايتاليا   
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  شود: ها به اين صورت مي هاي آن تفاضل گل
)  ايتاليا:  ) ( )        4 3 4 0 4 1 11 5 6  

)  فرانسه:   ) ( )          4 5 1 2 3 1 4 3 12 11 1  
)  آلمان:   ) ( )        0 1 3 4 5 2 4 11 7  

)  :  را داريماين رابطه  -7+ و 1+، 6با در نظر گرفتن سه عدد  ) ( ) ( )     7 1 6 0  
  د:سر مي ان(بين آرژانتين و برزيل) ناگهان يك حدس به ذهنم -3+ و 3و در كنار قرينه بودن 

  »ها همواره صفر است. تيم  در يك دوره مسابقات، مجموع تفاضل گل«
  شده)هاي زده  (مجموع كل گل –هاي خورده شده)  ها = (مجموع كل گل م:  مجموع كل تفاضل گل تيميسينو ميسپس اين رابطه را 

هاي زده شده برابر است (چون هـر گلـي كـه زده شـود، تـيم ديگـري آن را خـورده         هاي خورده شده با تعداد كل گل هميشه تعداد كل گل
  شود.   ها صفر مي است!)، پس مجموع كل تفاضل گل تيم

  آيد: دست مي هشت تيمه، به اين شكل به مسئلةبنابراين تفاضل گل تيم استراليا در 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )              8 3 6 1 4 3 2 7  
  شود. 0ي هشت عدد برابر با  باشد تا مجموع همه -7بنابراين تفاضل گل تيم استراليا بايد 

  

  ه شده است كه براي تمرين بسيار مفيد هستند.آوردها چند مثال  ي توان و فركتال در پايان براي مفهوم الگوهاي عددي، در زمينه

هاي سياه  هاي مثلث متر باشد، نسبت مجموع مساحت سانتي 1الاضلاع اوليه  ساويدر الگوي زير اگر طول ضلع مثلث مت مثـال: 

  امُ را حساب كنيد.kبه مساحت كل در مرحلة 
  
  
  
  

  

  شود: برابر مي شكل قبلي سه سياه هاي در هر مرحله تعداد مثلث هاي سياه: تعداد مثلث پاسخ:

   03   صفرم مرحلةهاي سياه :  تعداد مثلث 1

    03 3   اول مرحلةهاي سياه :  تعداد مثلث 3

    1 23 3   دوم مرحلةهاي سياه :  تعداد مثلث 3

    2 33 3   سوم مرحلةهاي سياه :  تعداد مثلث 3
      امُ داريم: k مرحلةيعني در 

  k   اُم k مرحلةهاي سياه :  تعداد مثلث 3

  مرحلة چهارم  مرحلة سوم مرحلة دوم مرحلة اول  مرحلة صفرم
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ايـم. يعنـي در    هم وصل كـرده  ها نصف خواهد شد. چون وسط اضلاع مثلث را به در هر مرحله اندازة ضلع هاي سياه: هاي مثلث اندازة ضلع

1اول طول اضلاع  مرحلة
cmدوم طول اضلاع  مرحلةمتر خواهد بود. در  سانتي 2 1 1 1

2 2   خواهد بود و الي آخر. 4

  ( ) cm 01   مصفر مرحلةهاي سياه :  طول اضلاع مثلث 12

  ( ) cm  1 11 2   اول مرحلةهاي سياه :  طول اضلاع مثلث 2

  ( ) cm  1 1 1 2
2 2   دوم مرحلةهاي سياه :  ع مثلثطول اضلا 2

  ( ) ( ) cm  2 31 1 1
2 2   سوم مرحلةهاي سياه :  طول اضلاع مثلث 2

)kهاي سياه  اُم، طول اضلاع مثلث k مرحلةيعني در  ) cm1
هاي سياه به مساحت  خواهد بود. هدف بعدي پيدا كردن نسبت مساحت مثلث 2

  كل شكل است.
اول بـه سـه مثلـث سـياه      مرحلـة درنظر بگيـريم، در   Sاگر مساحت كل شكل را  هاي سياه به مساحت كل شـكل:  لثنسبت مساحت مث

  مثلث سياه داريم. پس: 3اندازه تقسيم شده و  مثلث هم 4كه كل شكل به  فرض كنيم، با توجه به اين S1ها را  رسيم. اگر مساحت كل آن مي
  

  S

S
 1 3

  اول مرحلة:  4
  

اند. يعني  ها سياه شده تا از آن 3شوند كه  مثلث مساوي تقسيم مي 4، خود به S1مثلث سياه با مجموع مساحت  3دوم هر كدام از  مرحلةدر 

3ناميم)  مي S2ها را  هاي سياه جديد (مساحت آن مجموع مساحت مثلث
  قبل است. يعني: مرحلةهاي  مساحت مثلث 4

  S S 2 1
3
  دوم مرحلةهاي سياه  مجموع مساحت مثلث 4

Sدانستيم كه  اما مي S1
3
3اول  مرحلةهاي  (مجموع مساحت مثلث 4

  كل شكل است). پس:مساحت  4

  ( ) S ( )  2 23 3
4 4S ( S) 2

3 3
4   دوم مرحلةهاي سياه  مجموع مساحت مثلث 4

  

3هاي سياه به مساحت كل شكل در  سوم هم به همين ترتيب نسبت مجموع مساحت مثلث مرحلةدر 
  پس داريم: شود. ديگري ضرب مي 4

  

  ( ) 3   صفرم مرحلة:  14

  

  ( )   13 31 4   اول مرحلة:  4

  

  ( )   23 3 3
4 4   دوم مرحلة:    4

  سياه هاي مجموع مساحت مثلث
  مساحت كل شكل

 سياههايمجموع مساحت مثلث
 مساحت كل شكل

  هاي سياه مساحت مثلث
  مساحت كل شكل

  هاي سياه مساحت مثلث
  مساحت كل شكل

  هاي سياه مساحت مثلث
  مساحت كل شكل
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  ( ) ( )  2 33 3 3
4 4  سوم مرحلة:   4

  

)kهاي سياه به مساحت كل شكل برابر  امُ نسبت مجموع مساحت مثلث k مرحلةيعني در  )3
  است.  4

متر باشد، محيط شـكل در مرحلـة پـنجم     سانتي 1 در مرحلة صفرالاضلاع  اگر در الگوي زير، طول ضلع مثلث متساوي مثـال: 

  قدر است؟ چه
  

  
  
  
  

  گيريم. الاضلاع داريم. يك ضلع اين مثلث را در نظر مي اول يك مثلث متساوي مرحلةقبل از  تعداد اضلاع: پاسخ:

اول  مرحلـة ضـلع داريـم تعـداد اضـلاع در      3شود و چون  خط تقسيم مي پاره 4اول يك ضلع به  مرحلةدر طبق الگو،  12 3 اسـت. در   4

شود، يعني  خط تقسيم مي پاره 4ضلع قبلي به  12دوم هر كدام از  مرحلة 48 12 وليـه در  ضـلع ا  3. اتفاقي كه افتـاده ايـن اسـت كـه     4

دوم  مرحلةديگر هم ضرب شد، يعني در  4بعدي در يك  مرحلةضرب شد و در  4اول در  مرحلة  48 3 4 ضلع داريم. انتظـار داريـم    4

سوم  مرحلةكه در    192 3 4 4  ـ  دروجود بيايد كه  ضلع به 4 بـراي بـه دسـت     نـيم، ب كواقع حدس ما درست است. اگر اين نتـايج را مرتّ

  داريم: درنظر بگيريم، را امkُ مرحلةدر  شكل تعداد اضلاع آوردن

    03 4  kتعداد اضلاع 3 0  :صفرم مرحلة  

    13 4  kتعداد اضلاع 12 1  :ل مرحلةاو  

      23 4 kتعداد اضلاع  48    دوم مرحلة:  2

      33 4  kتعداد اضلاع 192    سوم مرحلة:  3

k3اُم تعداد اضلاع k مرحلةزنيم كه در  يعني حدس مي   باشد. 4

متر باشد. بنابراين چون در الگوي ساخته شدن شكل،  سانتي 1الاضلاع اوليه  طول ضلع مثلّث متساوي يدبراي سادگي فرض كن طول اضلاع:

1اول، اضلاع شكل همگي  مرحلةقسمت مساوي تقسيم شده است، در  3خط به  ر پارهه
دوم، هركـدام از   مرحلـة متر طول دارند. در  سانتي 3

شوند، يعني  قسمت تقسيم مي 3اين اضلاع به   2
1 1 1
3 3 3

  متر طول دارند. سانتي 

 مرحلة اول  مرحلة صفرم  مرحلة سوم  مرحلة دوم

  هاي سياه مساحت مثلث
  كل شكلمساحت 
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1اضلاع در  اندازة جا در هر مرحله يعني اين
  امُ، داريم:kمرحلةاضلاع در  اندازةبراي به دست آوردن شود.  ضرب مي 3

    ( ) cm    011 1 1  kهر ضلع اندازة 13 0  :صفرم مرحلة  

  ( ) cm  11 11 3 kهر ضلع  اندازة 3 1  :ل مرحلةاو  

  ( ) cm  2
2

1 11 3 3
 kهر ضلع اندازة     دوم مرحلة:  2

)kهر ضلع  اندازةامُ  k مرحلةيعني در  )1
  است. 3

  ها محيط شكل را در هر مرحله حساب كنيم. آن اندازةتوانيم با دانستن تعداد اضلاع و  حالا مي محيط شكل:

                     k 3   اُم k مرحلةتعداد اضلاع در  4

  k( ) 1
  اُم k مرحلةهر ضلع در  اندازة 3

  امُ k مرحلةاضلاع در  اندازة اُم  k مرحلةتعداد اضلاع در  اُم k مرحلةشكل در هر  محيط

kاُم  k مرحلةمحيط شكل در  k( )   1 3 43        مرحلة محيط شكل در k  اُم k( ) 4 33  

  يعني محيط شكل در هر مرحله به اين شكل است:

  ( ) cm 04 3  k= محيط شكل 33 0  :صفرم مرحلة  

  ( ) cm 14 3 kل = محيط شك43 1  :ل مرحلةاو  

  ( ) cm 24 1633  k= محيط شكل3    دوم مرحلة:  2

  ( ) cm 34 6433  k= محيط شكل9    سوم مرحلة:  3

  
  

  
 

  
  
  
  
  
 


